Epreuve Pratique de Mathématiques
Sujet 044: Somme de termes d'une suite

Remargue personnelle de I'enseignant: "

i =3 ks un
I est sans aucun doute judicieux de survoler Za*
rapidement I'ensemble du sujet et d'effectuer quelques . uth)
calculs au moyen de votre machine, ceci afin d'avoir " 5(30)

des le début une idée du résultat final attendu. On
confirmera ainsi les résultats avant méme d'appeler
I'examinateur pour Vérifications et validation du travail.

-

A =O+1+~~+n=%x(n—0+1)x(0+n)

" (uem)?

n
» 5> (k3]s stnd
k=0

= (u(r)? | n =30

F_T_j_T_T_T_Tjt Fev Fiw | Fav F5 5
- 1-""'-” AlgebralCalc|Other|Prgml0jClean Up
Dy Hypothéses
données
Done| &N &nonce
M Question 1.
216225| Question 2.
nz-(n + 1)2
.
216225| Question 3.
z, 2
n (n4+ 1) Question 4.
FUNC 7730

RAD AUTO

= s(n)
MAIN

c'est-a-dire finalement

. Donner la somme Vn des n+1 premiers termes de la suite des entiers naturels soit Vn=0+1+...+ n
Chacun des entiers naturels de I'ensemble N peut étre considéré comme étant I'un des termes de la suite
arithmétique de premier terme 0 et de raison 1 ; la somme considérée s'écrit alors:

n 1
v n(n+1)
2

. Avec un tableur ou une calculatrice programmable, calculer la valeur de Sn pour n allant de 1 a 30
On commence par remplir la colonne A des entiers naturels de 0 a 30. Pour cela, il faut écrire 0 dans la

cellule A2, puis en A3 copier la formule qui sera ensuite recopiée vers le bas jusqu'a la cellule A32.
+ On peut compléter la colonne B donnant Vn en écrivant en B2 la formule EOMME($A$2:A2)| avec recopie.
¢ Pour la colonne C, on écrit en C2 la formule avec toujours une recopie vers le bas jusqu'en C32.
¢ Enfin, pour la colonne D, on peut écrire dans la cellule D2 la formule |=SOMME($C$2:C2)] avant d'effectuer

une recopie vers le bas jusqu'a la cellule D32. On lit alors |S,, = 216225
% L8 1o on
1n Vn n3 Sn 17
£ 0 0 0 0 18
3 1 1 1 1 19
4| 2 3 8 9 20
5 | 3 B 27 36 21
B | 4 10 64 100 22
o 8 15 125 225 o
. 6 21 216 441 24
9 | 7 28 343 784 %
10 8 36 512 129 2%
41 g 45 729 2025 27
A2 10 50 1000 3025 28
13 1 B6 1331 4356 28
14 12 78 1728 6084 30
o 13 91 2197 8281 3
16 14 105 2744 11025 32

directement dans la cellule D32.

15 120 3375 14400
16 136 409 18496
17 1 4913 23408
18 171 5832 29241
18 190 66859 36100
20 210 6000 44100
21 2l 9261 53361
22 253 10648 64009
23 276 12167 76176
24 300 13824 90000
25 J25| 15625 105625
26 351 17576 123201
27 378 19683 142884
28 406 21952 164836
29 435 24389 189225
30 465 27000 216225
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3. Avec un tableur ou une calculatrice programmable, calculer la valeur de (Vn)? dans les mémes cas particuliers.
Que constate-t-on ?

¢ Pour la colonne E, on note dans la cellule E2 la formule , puis on effectue une recopie du contenu de
cette cellule vers le bas jusqu'a la cellule E32.

EZ v fx =B242
A | B | € | D
1 |n Vh ns3 Sh nj2
. 0 0 0 0 El_
3 1 1 1 1 1
4 | 2 3 8 9 9
54 3 B 27 36 36
B 4 10 64 100 100
o 5 15 1256 225 225
B 5 21 216 441 441
8] 7 28 343 784 784
10| 8 36 512 1296 1256
11 9 45 729 2025 2025
12 10 55 1000 3025 3025
a8 " 66 1331 4356 4356
14 12 78 1728 6084 6084
A5 13 91 2197 8281 8281
16 14 105 2744 11025 11025
i 15 120 3375 14400 14400
18 16 136 4096 18496 18496
391 17 153 4913 23409 23409
20 18 171 5832 29241 29241
s 19 190 6859 36100 36100
22 ] 20 210 8000 44100 44100
43 21 231 9261 53361 53361
24 22 253 10648 64009 64009
109 | 23 276 12167 76176 76176
26 24 300 13824 90000 90000
2 25 325 18625 105626 105625
28| 2b 351 17576 123201 123201
29 27 378 19683 142884 142884
30| 28 406 21952 164836 164836
- 29 435 24389 1892265 189225
] 30 465 27000 216225 216225

¢ On constate aisément par comparaison des cellules D32 et E32 que [S., = (V,,)" = 216225

4. A partir du constat ci-dessus, conjecturer une formule donnant la valeur de Sn en fonction de n, puis la
démontrer. On suggére une démonstration par récurrence

n?(n+1)°

o A partir du constat fait & la question précédente, [on conjecture que S, =(V, )’ = 3

¢ Remarques personnelles de l'enseignant:
— La démonstration par récurrence n'est pas au programme de la classe de
1% S, mais uniquement a celui de la classe de T®* S
— Afin de vous permettre néanmoins de réaliser I'ensemble du sujet de
cette EPM, le cours et la démonstration attendue sont présentés ci-apres
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+ Cours:

Soit P(n) une proposition dépendant d'un entier n et ny un entier fixé
si P(no) est vraie Initialisation de la proposition P(n) a partir de ['entier ny

et si pour tout entier n=n, P(n) = P(n+1)  Vérification du caractére héréditaire de la proposition P(n)
alors P(n) est vraie pour tout entier n>ng La proposition P(n) a été démontrée par récurrence pour n>n,

+ On considére la somme S, des cubes des n premiers entiers, c'est-a-dire S, =0°+ 13+ 23+ ... + n®

Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n>0 on a: S =

Etape @©:

Etape &:

Etape @:

+ Exemple:

n?(n+1)°
4

Etablir la proposition P(n)
" n?(n+1)°
Appelons P(n) la proposition: « S, = —a >
: Initialiser la proposition a ng
Ona d'une part So=0=10
2(n+1)"  0>x(0+1)
et d'autre part, pour n=0: L (n4+ ) = x(4+ ) =

Autrement dit, la proposition P(n) est vraie dans le cas n=0 (Remargue: ici, on a donc ny=0)

Vérifier le caractére héréditaire de la proposition P(n) , c'est-a-dire le passage de n a n+1
. - . . - 1 X = nz (n + 1)2
Supposons que P(n) soit vraie pour un entier particulier n>0 , c'est-a-dire que S, = —

Alors, par définition, ona  S,,, =0°+1*+-.-+n’ +(n+1)’ car S, représente la somme des cubes
B—,—_/
B

n?(n+1)’ 3 ; : -
donc Sp =—————+(n+1) puisque l'on admet la proposition P(n)
——
n+1)°
qui donne en factorisant S, = %x (M +4(n+1)]
. : (h+1) ., 4 —
soit aussi 8. = 7 " [n +4n+ 4] on reconnait une identité remarquable
5 i : n+1)*
d'ou I'écriture équivalente S, ,, = ( : ) x(n+2)*
_ (n+17[(n+1)+1T N .
soit finalement S..= 2 . La proposition P(n+1) est donc vraie

Conclusion
On a donc démontré avec ny=0 que P(n,) est vraie et que pour tout entier n>n, , P(n) = P(n+1)
On en déduit donc que P(n) est vraie pour tout entier n=n, (avec ici ny=0)

Finalement, on a démontré par récurrence que pour tout entier n>0 on a:
nf(n+1)°| Ny ;
S, = g c'est-a-dire aussi bien évidemment |S, =(V,)

30(30+1)° _30°x31° _900x961 _ 864900 _ 216225x %
4 4 a 4 Y

Sy = soit finalement |S,, = 216225
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Remargues personnelles de I'enseignant:

+ Dans l'énoncé, il est demandé d'utiliser un tableur, mais le modéle de celui-ci ne sera jamais imposé. En
particulier, si vous disposez sur votre calculatrice d'un tableur et que vous y é&tes habitué, il vous est tout a fait
possible de I'utiliser plutot que le tableur installé sur ordinateur que vous maitrisez peut-étre moins bien.

¢ Pour utiliser le tableur de votre calculatrice, sous réserve bien entendu que celle-ci en soit dotée, veuillez
suivre les différentes étapes ci-aprés:

(Pl i T1 Home F1 Cellsheet
MODE ) Menu l . I Menu I I
F3 Fz Fo
|Page 1 |Page 2|Page 3 Pl $64=0 #11
- Umt, Sgstem ....... SI» e Eastin s i==
L deessees E-i 1 h""ﬂ.i’ B n :1 DatasMatri..  Graph (TIPS Numeric So... En FI: M Data/Matri...  Graph Home
SNGUATE el i il nglish? Socialst X]7] Socialst
...... u| E é
AipPe-Daskiop | o ol ];L o | o e HE O cH
F§ _|FProsramEd..  Table Text Editor  Window Edi... F6_ | Numeric So... ProSramEd...  Table Text Editor
Graphing Graphing
Sc‘e’:-'ce - Sc'e;;::n "'
1 e { —
\_(Enter=SAUE (ESC=CANCEL > FB FB ;
=/ grdanizy | Y= Editer Ordanizy | Window Edi... Y= Editor
TYPE OF USE €374 + [ENTERI=OK AND [ESCI=CANCEL MAIN RAD AUTO FONC MAIN RAD AUTD FIUNC

. o Si le tableur n'est pas installé, le
Activer le bureau des applications | Eteindre puis rallumer la calculatrice | télécharger depuis le site du

MODE "Apps ... 2:ON" [ENTER] ENTER constructeur, puis charger c;ette
application flash sur votre machine

£ NEW 3
L__Celisheet | Tupe: CELL
1: l.urr>~r|1 Folder: main+
Variable:
Ei: "Up2"®
TYPE OR USE €314 + [ENTERI=OK AND [ESCI=CANCEL MAIN RAD AUTO FUNC MhlN KAD AUTO FUNC
Remplir la feuille de calculs. Par
Puis, lancer I'application "CellSheet" | ~ Créer un nouveau fichier "epm" | défaut, les nombres sont centrés a
- droite, et les expressions non
© © [ETER] © epm [ENTER] (ENTER] | algébriques (veillez & les encadrer

par des " ") sont centrées a gauche

Compléter la colonne A donnant "n

|F'i’1'e pTot Uhdo| & [Funcs|stat/Retalc File[PlotEdit|undo] $ [Funes|Stat ReCalc
e':h & éEEOIgEt Range.. % F fp”lﬂ B '_E nunse.._ln [ IF
2 3 E éﬁmgrgttg Brint \_%terwtlkl l |
L7 | I [ 7 | [ I | |
mm= RAD_AUTO FONC Iﬂ'_T?:A: RAD AUTD FUNC RAD AUTO FUNC
i i La colonne A est ainsi complétée de
Bale 0. ETLAL, PRls 5 pl_acer i) 63' Saisir la formule, puis fagon automatique. Il est conseillé
Enswttap(Sr s(gccement. ENTER de désactiver le calcul automatique
en tapant @ O [2 [ENTER]

Completer Ia colonne B donnant "Vn"

PP rotEditlundo] & Fumcslstat Retale
epn|A [ c D E F
1 In Un lakd Sn Un2
Z 0] 2 o]
3 i 3 1
3 4 3 4
7 5 2 -
B2: =S(k.K.5A52.A0) T =3(n.n.5A52.A2)
m RaD AUTO FUNC MAIN lll) AUTO "Lﬂc MN ﬁﬁn AUTO F"_Nl:
Aller en B2 en tapant: L L ; Se replacer en B2, puis copier cette
a formule est = Kk puis [ENTER] J
B2 2P cellule avec [F1] O © © ©
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I Fiv Y Fev Y F3v Y F4_ (F5 Y F&v Y F7v Y FB

|Fi leIPlot[Edlt Undol $ |Funcs|5tat|ReCalc| |
epn [A B [c o E F
n : Select hanse. N
Range: [B3:B32

\ (Enter=0K ESC=CANCEL )
4

]
B2: =3<{n.n.5A52.A2)

MAIN RAD AUTOD FUNC KAD AUTD FUNC MAIN RAD AUTO FUNC

Ensuite, sélectionner les cellules Coller maintenant le contenu de B2: | La colonne B est ainsi complétée de
B3 a B32 avec B3:B32 (6] fagon automatique

=N O O [ (A R

Compléter la colonne C donnant "n*"

Fiv Y .ov Y. 7 | F4_YFS Y. F&v Y rov Y FB Fiw Y f2v . Fv | Fh_(TE Y. fav Y._fov Y. I8
File[ ici st |Undo| $ |[Funcs|Stat[ReCalc File|Plot|Edit|Undo] $ |[Funcs|Stat|ReCalc
epn|A B c D E F epm|A B lc 1] E F
1 |n Un n3 Sh Unz 1n Un h3 Sn Unz
2 8 0 2 ] ]
28 Cell: 3 i 1 3 1 1
| 29 Enter=0K ESC=CANCEL 4 2 3 4 2 3
30 -] = ] 6 5 3 3]
31 6 4 10 6 4 10
32 7 5 15 (7 5 15
A3:A32 2: =A2+3 C2: =a2+3
LMAIN EAD AUTD FUNC [PAIN RAD AUTD FUNC [MAIN READ AUTD FUNC

Aller en C2 en tapant:
Cc2

Se replacer en C2, puis copier cette
cellule en tapant [F1] suivie de [5]

g TEY | fPw

Flle Plot det Undo S Funcs|Stat ReCalc

epn A B Ic D E F
1 |n : Sellect Rande... N

2
3 Range! [C3:C32

; Enter=0K ESC=CANCEL) )
3 4] 10

7

5[ 15] I 32
= ey C3:C32
MAIN RAD AUTO FUNC RAD AUTO FUNC |MAIN RAD AUTO FUNC
Ensuite, sélectionner les cellules Coller maintenant le contenu de C2: | La colonne C est ainsi complétée de
C3 a C32 avec C3:C32 [ENTER ENTER (6] facon automatique

Remargu 1l était aussi p055|ble de compléter la colonne C autrement:

Fiv F8 Fiw Y F2v Y F3¥ | F4_ S F&Y |_F7v
File F $edULNCE... alc File|Plot|Edit|Undo| $ |Funcs|Stat ReCalc
epn|A] Expr: s 1| F epm A B Ic D E F
1 |n| Var: n 1 |n Un 3 Sn Unz
2 Lot ] 2 ] ]
3 Highs: 30 3 1 1 1
ESC=CANC 4 Step: 1 4 p 3 8
5 1st Cell: [C2Z 5 3 3 77
3 Direction: DOWN=+ 5] 4 i0 64
rd Z 3 15125
A3:=A32 G2: C2: 0
LMAIN RAD AUTO FUNC |MAIN RAD AUTO FUNC |MAIN RAD AUTO FUNC
Aller en C2 en tapant: Saisir la formule comme ci-dessus | | 5 colonne C est ainsi complétée de
C2 (ENTER) [ENTER (3 [4) ... [ENTER] (ENTER] facon automatique

Completer la colonne D donnant "Sn"

1w F2w F3v F4 F& Fav FPw
Fx le|Plot|Edit|Undo| $ |[Funcs|Stat ReCalc
epm |A B C D E F
1n Un (k4 Sh Un2 1 |n Un h3 Sn Un2
28 __Gols. ) 2 8 8 g 2 o 8 o [N
29 Cell: D2 ] 3 1 1 1 3 1 1 1
30| | (Enter=0K_» ¢ESC=CANCEL> 4 2 3 3 4 2 3 8
31 iﬁu ZFST S ] ) 27 S 3 ) 27
32 36[ 465 27e00 6 4 0] 64 3 4 0] 64
33 7 5[ 15| 125 7 S 15[ 125
C27:= 15625 2: =3<{k*3.k.S5A52.A2) D2: =3<k*3.k.5A52.A2>
MAIN RAD AUTO FUNC |MAIN RAD AUTD FllNC MAIN RAD AUT FUNC
k=A2
. 3 s . &
Aller en D2 en tapant: La formule est: = >  k’, puis | Se replacer en D2, puis copier cette
D2 [ENTER] (ENTER B cellule avec[F1] © @ @ @ [ENTER
taper (ENTER] pour valider le calcul

1%¢ S — EMP 044 Correction Prof. Page 5 sur 6



Fiv Fev F3w F4 FS Fav F?v FB
File[Plot|Edit|undo| $§ |Funcs|Stat|ReCalc
epn [A e C o E F

1 s ; Selact Rande. -

2

3 Range: [D3:032

2 G ESC=CANCEL

6 4 10 4] ]

Lz 5 15[ 125 |
D2: =3<(k*3.k.5A52_.A2)
MAIN RAD AUTO FUNC

T Y. iae Y Fev Y F8
i |Fuvss [Stat|ReCal
26 24 300
27 25 325
757¢ I 2 26| 351
ETERRIE 23 I 29 27| 378
iClear Sheet oF 52 I 30 28 406
Bout.” p4339 I 31 291 435
1 7ooo I [32] 36| 465
D3:D32
MAIN RAD_AUTO FIINC MAIN FAD ALTD FINC

Ensuite, sélectionner les cellules
D3 a D32 avec D3:D32

Coller maintenant le contenu de D2:
ENTER (6]

La colonne D est ainsi complétée de
fagon automatique. Pour modifier la
largeur des colonnes, faire:

100

225

RAD AUTO FUNC

FUNC

Aller en E2 en tapant:
E2

Se replacer en E2, puis copier cette
cellule en tapant suivie de

Fiw Y Fev Y Fsv Y Fu_YFE Y_Fév Y fPv Y F8
File|Plot|Edit|Undo| $ |Funcs|Stat|ReCalc
epn A e c o E IF

1 Ihr- : Select Mnsu..l. ;

2

3 Range:

g Enter=0K ESC=CANCEL, |
| & 4| 1El| 64 1EIB|

7 5] 15[ 125] 225]

2: =B2~2
MAIN RAD AUTO FUNC

RAD AUTD FUNC

_Ensuite, sélectionner les cellules
E3 a E32 avec E3:E32 [ENTER

Coller maintenant le contenu de E2:
ENTER (6]

13824
27 235 325] 15625
8 26 351] 17576
29 27 378| 19683
30 28 406] 21952
31 29 435] 24389
L32 38 465] 27000]216225
E3:E32
MAIN RAD_AUTD FUNC

La colonne E est ainsi E)mplétée de
fagon automatique

On arrive finalement, au moyen
d'une calculatrice disposant d'un
tableur, a un résultat identique a
celui qui a été obtenu en utilisant
un tableur sur ordinateur:

Fiw F2w F3w FYy 3 F?v FB
File|Plot|Edit|Undo| Stat|ReCalc
A B C E F
1 |n Un n3 Sn Unz
2 ] 5 0 ] 0
3 1 1 1 1 1
4 2 3 3 9 9
5 3 6 27 36 36
6 4 10 64 100] 160
(7 5 15| 125 225 225
epm
|MAIN RAD ALTO FUMC

Baréme type: Vous pouvez a présent, si vous le souhaitez, évaluer objectivement votre travail sur cette EPM

1. : 0,5 pt Expression de la somme Vn des n+1 premiers entiers naturels

2.: 0,5 pt Utilisation du tableur ou de la calculatrice, calcul de la valeur de Sn pour n allant de 1 a 30
0,5 pt Formule donnant Vn qu'il faut saisir sur tableur ou calculatrice

3.: 0,5 pt Utilisation du tableur ou de la calculatrice, calcul de la valeur de (Vn)? pour n allant de 1 a 30
0,5 pt Constater I'égalité entre les colonnes Sn et (Vn)? sur tableur ou calculatrice

4. : 0,5 pt Conjecture de la formule donnant la valeur de Sn en fonction de n
1 pt Démonstration par récurrence
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